
CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Part II, Chapter 4 Cont.: Statistical Average 

Chapter 5: Random Process 



Today Topics 

• HW 3 Due/ HW4 Due Next Week 
• PDF 
• Expectation 
• Joint Density 
• Correlation/Covariance 
• Random Process 
• Stationary 
• Ergodic 

 



Random Variables 
• Mapping ผลลัพธเ์ป็นตวัเลข (One-to-

One) ดงันัน้ผลการทดลองสามารถไป
คํานวณตอ่ได ้
– ทีสํ่าคญัคอืคา่เฉลีย่ทางสถติ ิ

• Mean 
• Variance 
• Etc.  

– และกราฟแสดงคณุสมบตั ิProbability 
• Cumulative Distribution Function (CDF) 
• Probability Density Function (PDF) 

– เมือ่ผลลพัธข์องการทดลอง(Sample Space)ได ้Infinite Set เรา
ได ้Continuous Random Variable 

– เมือ่ผลลพัธเ์ป็น Finite Set การกําหนดจะใช ้Set ของตวัเลข 
มักจะเป็น Integer เราได ้Discrete Random Variable 

 



CDF:Cumulative Distribution 
Function of RV X 

x 

FX(x) 

1.0 

x = 10 

FX (10) = P[X ≤ 10] 

CDF of Normal (Gaussian) Distribution: Continuous 



CDF Properties 
 



CDF การทอยเหรยีญ: Discrete RV 
• ให ้“หวั”= 0 และ “กอ้ย” = 1 

x 

FX(x) = P(X ≤ x) 

0 1 

0 

0.5 

1.0 



PDF: Probability Density 
Function 

Area = ∫f(x)dx = 1 

x 

f(x) 

PDF of Normal(Gaussian) Distribution : Continuous 



Properties of PDF 
 



Discrete Version 
– คา่ของ Variable ไมต่อ่เนือ่ง 

• RV X มคีา่เฉพาะที ่X=xi 

– F(x) = P(X≤x) 
• Function นีม้คีวามตอ่เนือ่งดา้นขวามอื 
• นยิามสําหรับทกุจดุใน Domain ของ x 
• Function เป็นลกัษณะขัน้บรรได 
• Monotonic Increasing Function จาก 0 ถงึ 1 

– f(xi) = P(X = xi) 
• นยิามเฉพาะจดุ ไมต่อ่เนือ่ง คา่เป็นศนูยร์ะหวา่งนัน้ 
• บางทเีรยีก Probability Mass Function 
• ∑f(xi)=1 เสมอ 

 



 

PMF 

CDF 

f(x) 

F(x) 

x 

x 



Statistical Average 
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• Note:  
– ในกรณีของ Data ทีไ่ดจ้ากการสุม่ตวัอยา่ง เราไดเ้ฉพาะคา่ 

Estimate ของ Mean และ Mean Square เทา่นัน้ และ 









−

−
==

−=

==

==

=

∑

∑

∑

=
−

=

=

N

i
iN

X

N

i
iN

N

i
iNX

Ni

Xx
N

s

XEXE

xXXE

xX

xpn

1

22
1

2
X

22
1

2122

1

1

1

)(
1

1V    :ated)ance(EstimSampleVari

:formular biasedleast   theuse We
biased. is estimation from ][][

][ Estimate

ˆ

yprobabilit same  thehas sampleEach ,)(:Samples   From

σ

µ



Multivariate: RV มากกว่า 1 ตวั 
• จดุประสงคใ์นการศกึษา RV มากกวา่หนึง่ตวั

พรอ้มๆกนั เพือ่จะหาความสมัพันธร์ะหวา่ง RV  
– แสดงโดยกราฟ Joint PDF 
– หรอืคา่เฉลีย่ทางสถติ ิCorrelation และ Covariance 

• กรณีของ Bivariate 
– เป็นการศกึษาความสมัพันธร์ะหวา่ง RV สองตวั คอื X 

และ Y แตล่ะตวัอาจเป็น Discrete หรอื continuous 
• เชน่ความสมัพันธร์ะหวา่งสว่นสงูและอาย ุ
• หรอืความสมัพันธร์ะหวา่งคะแนน Midterm และเกรดปลาย

เทอม 
• หรอืความสมัพันธร์ะหวา่ง GPA กบัเงนิเดอืนทีไ่ดเ้มือ่จบ

การศกึษา 



Multivariate: RV มากกว่า 1 ตวั 



Multivariate: RV มากกว่า 1 ตวั 



Joint CDF/Marginal 
Density 

https://en.wikipedia.org/wiki/File:MultivariateNormal.png


Joint Moment 
 



Correlation 
• G(x,y) = XY 
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Covarience 
 



Correlation and Covarience 
 



การประมาณคา่ Rxy และ Cxy จาก 
Samples 

• เราเก็บตวัอยา่งเป็นคู ่(xi,yi) จํานวน N คู ่
• Probability ของการไดแ้ตล่ะตวัอยา่งเทา่กนั คอื 

1/N 
• ดงันัน้ 

 
 

• และ 

∑∑∑∑
==

====
N

i
ii

N

i
Nii

i j
jijiXY yx

N
yxyxPyxXYER

11

1 1)(),(][

YXXY

N

i
YiXi

N

i
NYiXiYXXY

mmRmymx
N

mymxmYmXEC

−=−−=

−−=−−=

∑

∑

=

=

1

1

1

))((1

))()(()])([(



EX.จงหา Rxy และ Cxy จาก
ตวัอยา่งในตารางขา้งลา่ง 

• ขอ้มลูจากชายไทย อายรุะหวา่ง 12 – 30 ปี 
• X=อาย ุและ Y=สว่นสงู 

 
No.(i) xi yi No.(i) xi yi 

1 20 178 7 12 168 
2 25 176 8 18 156 
3 19 163 9 26 174 
4 21 184 10 20 171 
5 30 180 11 24 182 
6 16 165 12 17 179 



Scatter Diagram 

 



Calculation Table 
 



PDF ทีสํ่าคญั 

x 

P[X=x] 

0 1 

p 
q 

P[X<=x] 
1.0 



Binomial Distribution 
 

b(k;10,0.5) b(k;10,0.2) 
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Geometric Distribution 
 

P=0.5 

P=0.2 



Uniform Distribution 
 

a b 

1/(b-a) 

x 

f(x) 



Gaussian Distribution 
 



Gaussian 
 

Area = 1 



Jointly Gaussian: X, Y 



 

P = 0 

Volumn = 1 



 P = 0.5 



 
P = 0.9 



 
P = 0.95 



 P = -0.99 



Exponential Distribution 
 



Exponential Distribution 
 

A = 1 

Area = 1 



Poisson Distribution 
 



Lambda = 1 
 



Lambda = 3 
 



Lambda = 5 
 



Lambda = 8 
 



Lambda = 12 
 



Lambda = 18 
 



Break 
• After Break Chapter 5 Random 

Process 



Random Process 
• เมือ่ Random Variable เป็น Function กบัเวลา 

– สญัญาณทีม่ลีกัษณะ Random เชน่ Noise 
– การสง่ Packet ใน Network 
– จํานวนรถทีว่ ิง่บนถนน 
– จํานวนลกูคา้ทีเ่ขา้มาใชบ้รกิาร 

• เหลา่นี ้ในแตล่ะเวลาหนึง่ๆ คา่ของมนัจะมลีกัษณะเป็น 
Random คอืม ีPDF ตามแตช่นดิของมนั 
– ทีเ่วลาตา่งกนั PDF อาจจะเปลีย่น และคา่ทางสถติจิะเปลีย่นตาม 

• Random Variable ทีเ่ป็น Function (Random Function 
หรอื Analytic Function) กบัเวลา เราเรยีก Random 
Process หรอื Stochastic Process 
– จาก RV X จะเป็น X(t) 
– Mean และ Variance จะเป็น Function กบัเวลาดว้ย 

• การวเิคราะหจ์ะซบัซอ้นกวา่ RV 



Random Process 
(Stochastic Process) 

 



Statistical Average 
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Sample Function: Ensemble 
Average and Time Average 



Sample Function and 
Ensemble 
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Statistical Average: 
Correlation/Covariance 

 



Stationary RP 
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Stationary RP 
• Stationary RP 

– Strict Sense Stationary (SSS) 
• PDF ไมเ่ปลีย่น ดงันัน้ทกุๆ Moment 

(Expectation) ไมเ่ปลีย่น 
• ปกต ิSSS จะหาไดย้ากในทางปฎบิตั ิบอ่ยครัง้ทีเ่รา

สนใจแคส่อง Moment แรก 

– Wide Sense Stationary (WSS) 
• เฉพาะ 2 Moment แรกคงที ่แต ่PDF อาจแปรผัน 

– Mean 
– Variance (Mean Square) 



WIDE SENSE 
STATIONARY 

 

t1 t2 0 t2-t1 



Autocorrelation(WSS) 

12 tt −=τ

)()(),( 1221 τXXXX RttRttR =−=

Even 

Peak=Power 



Ergodic Random Process 

• ถา้ RP เป็น Ergodic 
– Time Average = Ensemble Average 
– Mean Ergodic 

• หมายถงึคา่เฉลีย่ในทางเวลา               เทา่กบั
คา่เฉลีย่(mean = E(X(ti))) ของ Ensemble 

– Correlation Ergodic 
• หมายถงึคา่ Variance ในทางเวลา                          

เทา่กบัคา่ Variance ทีไ่ดจ้าก Ensemble 
– เราใชค้วบคูก่บั Concept ของ Stationary Random 

Process   
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Discrete-Time Random 
Process 



Discrete-Time Random 
Process (Limited Samples) 



Ergodic Discrete RP 

• ถา้ RP เป็น Ergodic ดว้ยคา่ Mean (Average 
จาก Ensemble = Average จาก Time) 



Ergodic Discrete RP 

• ถา้ RP เป็น Ergodic สําหรับ Coorelation 



กรณีทีจ่าํกดั Sequence ความยาว N 
 



จํากดั Sequence ความยาว N 
• คา่ Autocorrelation สําหรับ N Samples  

– สมการจะลดรปู เหลอืแค ่Sum และเฉลีย่ N 
Point แตจ่ะเกดิการ Biased 
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ความหมายของ x(n)x(n+m) 

∑
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ความหมายของ x(n)x(n+m), N Points 
 ∑∑
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X(n): n=0,1,…,9 

X(n+3) 

เราไมค่วรเฉลีย่ทัง้ N ตวั (Biased) แตค่วรเฉลีย่ N-m ตวั (non-Biased) 



จํากดั Sequence ความยาว N 
• คา่ Autocorrelation สําหรับ N Samples  

– สมการจะลดรปู เหลอืแค ่Sum และเฉลีย่ N 
Point แตจ่ะเกดิการ Biased เพราะเราเฉลีย่
นอ้ยกวา่นัน้ 



Sequence ความยาว N / RAW 

 



Sequence ทัว่ไป 

 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Rxx(m) 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Rxy(m) 
 



End of Week 5 
• Download HW 4: Probability 

– สง่ตน้ชัว่โมงสปัดาหห์นา้ 
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